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Analysis

Funktionstypen

ganzrationale Funktionen

Unter ganzrationalen Funktionen versteht man einen Typ von Funktionen, welcher eine
Summe aus Potenzfunktionen mit natiirlichem Exponenten sind. Sie sind also wie folgt
aufgebaut:

f(x) =an 2" + ...+ ay * x' + ap; neN

. Dabei gibt n an, von welchem Grad diese Funktion ist. n ist immer aquivalent mit
dem grofiten Exponenten. Auch wird der Faktor vor der Potenz mit hochstem Exponent
Leitkoeffizient genannt. Beispielsweise ist f(z) = —223 + 4 vom Grad 3 und besitzt den
Leitkoeffizient -2.

Eine Funktion vom Grad n kann dabei des Weiteren maximal n Nullstellen besitzen.
Auch ist eine ganzrationale Funktion mit ausschliefllich geradzahligen Exponenten immer
achsensymmetrisch zur y-Achse und eine mit nur ungeradzahligen Exponenten punktsym-

metrisch zum Ursprung.

Exponentialfunktionen

Der Begriff Exponentialfunktion bezeichnet eine Funktion, welche die Variable im Expo-
nenten hat. Somit kénnen diese zu f(z) = a® vereinfacht werden. Im Abitur werden nur
natiirliche Exponentialfunktionen abgefragt, dass heifit, dass als Basis die eulersche Zahl
(e) verwendet wird. Somit sind die Exponentialfunktionen welche behandelt werden wie

folgt aufgebaut:
flz) =€



trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen beschreiben das Verhéltnis zwischen der Seitenldngen
eines rechtwinkligen Dreiecks. Zu ihnen gehoren sin, cos, tan. All diese Funktionen sind
periodisch und haben in ungestrecktem Zustand eine Periodenlénge von 27 bei Sinus und
Kosinus, bzw. m beim Tangens, im Bogenmaf$ (rad).

Sie beschreiben dabei das Verhéltnis der folgenden Seiten:

, |Gegenkathete|
sin (z) =
| Hypotenuse|
|Ankathetel|
cos (r) = mi———
| Hypotenuse|
tan (z) = |Gegenkathete| ,  sin (x)

|Ankathete| (= cos (:c))

Verallgemeinert konnen die trigonometrischen Funktionen am Beispiel des Sinus zu folgen-

der Gleichung:
f(x) =axsin(bx(x—c))+d; a,c,d e R,b e RY

. Dabei verdndern die Parameter die Graphen wie folgt (vgl. Abschnitt Wirkung von

Parametern:

a Es kommt zu Streckung (Ja| > 1), bzw. Stauchung (|a| < 1) in y-Richtung. Bei a < 0

kommt es zur Spiegelung an der x-Achse.

1

Der Graph der Sinusfunktion wurde um den Faktor |a|, bzw. ol

in y-
Richtung gestreckt/gestaucht. Die entstandene Amplitude entspricht a.

Der Graph wurde an der x-Achse gespiegelt

b Es kommt zu Streckung (b < 1), bzw. Stauchung (b > 1) in x-Richtung. Die Periode
der Funktion betréagt dabei immer p = 2{ — desto kleiner b, desto grofler die

Periodenliange

Der Graph der Sinusfunktion wurde um den Faktor 1/b, bzw. b in x-
Richtung gestreckt/gestaucht. Die entstandene Periodendauer entspricht
2
T.

¢ Es kommt zur Verschiebung in x-Richtung, nach links (¢ < 0) bzw. rechts (¢ > 0).

Der Graph der Sinusfunktion wurde um |¢| nach links/rechts verschoben.

d Es kommt zur Verschiebung in y-Richtung nach oben (d > 1), bzw. unten (d < 1).



Der Graph der Sinusfunktion wurde um |d| nach oben/unten verschoben.

Abbildung(vgl. Abbildung trigonometrische Funktionen) der trigonometrischen Funktionen

im Koordinatensystem. f(z) = sin (z); g(x) = cos (); h(z) = tan (x)

s Bp2 393 M\ 236 [z 79 o b9
0.

Abbildung 1: trigonometrische Funktionen

wichtige Werte der trigonometrischen Funktionen:

T 0 7 3 %ﬂ ™ 37” 21

sin(z) 0 Y2 0,707 1 V2 20,707 0 -1 0

cos(z) 1 ¥2=x0,707 0 —¥2 ~ 0,707 -1 0

tan(z) 0 1 +o0 -1 0 +oo 0
Potenzfunktionen

Potenzfunktionen sind Funktionen nach dem folgenden Schema:

flz) =axax™; neNaeR



. Sie sind die Basis ganzrationaler Funktionen.

gebrochen-rationale Funktionen

Unter einer gebrochen-rationalen Funktion versteht man einen Quotienten zweier ganzra-
tionaler Funktionen. Also verallgemeinert folgendes:
g(x)  ap xa™ 4 .t axat +ag

= = : ,ng € N
f(@) h(z)  apy *x™ + ... 4 ay x 21 + ag M1

. Beim Rechnen mit diesen muss insofern aufgepasst werden, dass wenn der Nenner 0 wird,

eine Definitionsliicke entsteht (fiir genaueres siehe Abschnitt zu Definitionsliicken).

Wirkung von Parametern

Bei einer veranderten Funktion g(z) ausgehend von f(z), nach dem folgenden Schema:

glx)=ax f(bx(x—c¢))+d; a,b,c,d € R

a Es kommt zu Streckung (|a| > 1), bzw. Stauchung (Ja| < 1) in y-Richtung. Bei a < 0
kommt es zur Spiegelung an der x-Achse.

b Es kommt zu Streckung (|b| < 1), bzw. Stauchung (|b| > 1) in x-Richtung (umgekehrte
Richtung wie bei a). Bei b < 0 kommt es zur Spiegelung an der x-Achse.

¢ Es kommt zur Verschiebung in x-Richtung, nach links (¢ < 0) bzw. rechts (¢ > 0).

d Es kommt zur Verschiebung in y-Richtung nach oben (d > 1), bzw. unten (d < 1).

Zusammengesetzte Funktionen

Summen /Differenzen von Funktionen

Unter einer Summe, bzw. einer Differenz von Funktionen versteht man eine Verkettung

von einzelnen Funktionen durch Addition, bzw. Subtraktion. Also wie folgt:

flz)=g(x) £ h(x) £ ...
. Es gilt des weiteren, dass

g@)+h(z)+..=(@+h+..)(x)



. Dies gilt ebenfalls bei der Subtraktion von Funktionen.
Kombination aus beidem sind auch moglich, mit den gleichen Regeln.
Bei dieser Art der Verkettung gelten die iiblichen Regeln zur Addition und Subtraktion

(Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, . ...).

Produkte/Quotienten von Funktionen

Unter einem Produkt, bzw. einem Quotienten von Funktionen versteht man eine Verkettung

durch Multiplikation, bzw. Division. Dies geschieht nach dem Schema:

f(x) = g(x) * h(z) * ...

, bzw.

. Dabei gilt, dass
g(x)xh(z)*...=(gxhx*..)(x)

, bzw. mit Division bei einem Quotienten.

Es sind auch Kombinationen aus Produkt und Quotient moglich, dabei gelten die selben
Regeln.

Bei dieser Art der Verkettung gelten die iiblichen Regeln zur Multiplikation und Division

(Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, . ...).

verkettete Funktionen

Von einer Verkettung von Funktionen spricht man, wenn die Funktionswerte der einen
Funktion die x-Werte der anderen bilden. Am Beispiel der Verkettung der Funktionen g(x)
und h(z) also wie folgt:

. Um den endgiiltigen Funktionsterm zu bilden, werden dabei alle  durch h(x) in diesem

Beispiel ersetzt. Dies kann auch wie folgt aufgeschrieben werden:

g(h(z)) =goh



Bestimmung von Funktionen mit vorgegebenen Eigen-

schaften

Bestimmung ganzrationaler Funktionen

Um eine ganzrationale Funktion mit gewiinschten Eigenschaften zu erhalten, muss zu-
nachst eine Grundfunktion aufgestellt werden. Diese ist immer nach dem Muster aller
ganzrationalen Funktionen (vgl. Abschnitt ganzrationale Funktionen): f(z) = a, * 2™ +
oo+ ay x 2t + ag; n € N.

Nun miissen die allgemeinen Eigenschaften verallgemeinert werden. Beispiele hierfiir wéren:

« Hochpunkt bei HP(2]3) wird zu f(2) =3, f’(2) =0 und f"(2) <0
o Funktion 3. Grades bedeutet, dass n = 3 gilt

o Achsensymmetrie bedeutet, dass nur geradzahlige Exponenten vorkommen diirfen,

Punktsymmetrie, dass nur ungeradzahlige Exponenten

Alle somit erhaltenen Eigenschaften miissen nun verarbeitet werden. Dabei gilt als Faust-
formel, dass Eigenschaften des Funktionsterms (Bsp.: “nur ungeradzahlige Exponenten”)
direkt auf diesen angewendet werden, Gleichungen die man erhélt in ein lineares Glei-
chungssystem (LGS) iibernommen werden und Ungleichungen zur Probe des finalen Terms

genutzt werden. Wenn eine Probe moglich ist, darf diese nicht vergessen werden.

Bestimmung trigonometrischer Funktionen

Zur Bestimmung von trigonometrischen Funktionen miissen zunachst die charakteristischen
Eigenschaften des Graphen der Funktion betrachtet werden. Das heiflt es wird bestimmt,
um welche Mittellage die Funktion schwingt, was der Verschiebung in y-Richtung ent-
spricht. Darauf folgend wird die Amplitude und Periode der Funktion betrachtet und
zur Bestimmung der Streckung in y-Richtung und x-Richtung verwendet. Zuletzt wird
bestimmt, um wie viel der Graph in x-Richtung verschoben ist, wozu der Durchgang des
Graphen durch die Mittellage in aufsteigende Richtung zunéchst gesucht wird, da dieser
bei einem unverschobenen Graphen bei x = 0 zu finden ist.

Die genauere Funktion der Parameter, welche bei der Bestimmung gefunden werden miissen,
wurde im Abschnitt trigonometrische Funktionen behandelt, weshalb dieser bei diesem

Aufgabentyp ebenfalls wichtig ist.



Bestimmung exponentieller Funktionen

Um eine Funktion des Typs f(z) = a * € + ¢ zu bestimmen, kann wie folgt vorge-
gangen werden. Zunéchst wird ¢ bestimmt, indem betrachtet wird auf welchem Niveau
die waagrechte Asymptote des Graphen liegt. Denn bei einer unverschobenen Funktion
liegt dieses bei y = 0, wobei allgemein gilt, dass y = ¢. Darauf hin wird f(0) bestimmt,
da dies uns mit bekanntem ¢ eine Gleichung mit einer Variablen nach dem Schema
f(0) = ax*e?® 4 c=ax1+cliefert. Im Anschluss kann nun noch b mittels Nutzung eines
beliebigen Funktionswerts mit Bedingung = # 0 bestimmt werden, erneut durch Losung

der Gleichung, in diesem Fall zu b mittels des natiirlichen Logarithmus.

Funktionenscharen

Eine Funktionenschar ist eine Menge an Funktionen, wobei diese Funktionen durch einen

Parameter variiert werden. Eine Funktionenschar wird wie folgt dargestellt:

fi(z) = ...

. Dabei ist ¢ der Parameter. Ein mégliches Beispiel wéire hier fi(z) = 2% — tz. Beim
Rechnen mit einer solchen Schar von Funktionen wird ¢ als konstante Zahl betrachtet und
entsprechend mit diesem vorgegangen. So lassen sich dann beispielsweise auch Integrale oder
Extrempunkte bestimmen in Abhéngigkeit von ¢, wobei das t in das Ergebnis iibernommen

wird.

Bestimmung gemeinsamer Punkte

Um herauszufinden, welche Punkte alle Funktionen der Schar gemein haben, wird die

folgende Gleichung gelost:
fa(x) = fo(2); a7 b

. Somit erhélt man alle Stellen, an welchen die Funktionen den gleichen y-Wert unabhéngig
von ihrem Parameter besitzen und somit alle Funktionen einen gemeinsamen Punkt haben.
Um diesen Punkt zu berechnen muss lediglich der x-Wert in f;(x) eingesetzt werden, wobei

der Parameter vernachlissigt werden kann.

Bestimmung der Ortskurve besonderer Punkte

Unter der Ortskurve versteht man die Funktion, auf welcher sich alle besonderen Punkte
(Hoch-, Tief- und Wendepunkte) bei Variation des Parameters bewegen.
Um diese zu bestimmen muss zuerst der Punkt in Abhéngigkeit von dem Parameter

bestimmt werden. Dafiir wird wie bei der sonstigen Bestimmung von Extrem-, bzw. Wende-

10



punkten vorgegangen. Nun kann der x-Wert des Punktes in die Ursprungsfunktionenschar
eingesetzt werden und man erhalt eine Funktion, welche lediglich Parameter enthéalt und
keine “ze”. Dies ist die Ortskurve f(k), diese kann nun zu beispielsweise g(x) umbenannt

werden.

Ableitung

Die Ableitung ist der Grenzwert des Differenzenquotienten, bei kleiner werdendem Intervall.

Differenzenquotient

Der Differenzenquotient gibt die Steigung der Sekante zwischen den beiden Grenzwerten
des Intervalls an, oder in anderen Worten die mittlere Anderungsrate im Intervall. Er kann
wie folgt im Intervall I = [a;b] berechnet werden:

f(b) — f(a)

m b—a ; a

Berechnung des Grenzwertes

Zur Berechnung der Ableitung, also des Grenzwertes des Differenzenquotienten wird
die Grofle des Intervalls mithilfe des Limes gegen 0 bewegt. Hierfiir wird die mittlere
Anderungsrate im Intervall [a; a + h] bei kleiner werdendem h betrachtet. Somit ergibt

sich die Ableitung an der Stelle a als folgender Zusammenhang:

f'(a) = }g%m([a;a—i—h]) = }111{)% f(a+h}1— f(a)

. Dies entspricht der Steigung der Tangente an der Stelle a, bzw. der momentanen

Anderungsrate an der Stelle a.

Ableitungsfunktion

Wenn alle Ableitungen einer Funktion f zu einer neuen Funktion zusammengefasst werden,
so nennt man die entstandene Funktion eine Ableitungsfunktion, oder kurz f’. Diese
kann entweder wie im vorigen Abschnitt gebildet werden, oder durch Verwendung der
Ableitungsregeln. Wenn von einer Ableitungsfunktion eine Ableitung gebildet wird, so
nennt man das die zweite Ableitung, bzw. eine hohere Ableitung — also alle Ableitungen

tiber der ersten Ableitung. Diese werden f”(z), f"”(x),....f™(z) genannt.

11



Ableitungsregeln

Summenregel Wenn eine Summe abgeleitet werden soll, so kann jede Teilfunktion

individuell abgeleitet werden. Es gilt also:

f(x) = g(z) + h(x); f'(x) = g'(x) + W' ()

Faktorregel Ein Vorfaktor bleibt bei der Ableitung bestehen und unbeeinflusst. Somit

gilt:
f(x) =k *g(x); f(@) =k x*d'(z)

Potenzregel Eine Potenz wird abgeleitet, indem der Exponent um 1 reduziert wird und
der Ursprungsexponent als Vorfaktor hinzugefiigt wird. Dies bedeutet folgendes:

fx) = 2" J(a) = bxat

Produktregel Ein Produkt aus zwei Teilfunktionen wird wie folgt abgeleitet:

f(@) = g(x) * h(z) f'(@) = g'(x) * h(x) + g(x) » b (x)

Dieser Fall unterscheidet sich von der Faktorregel darin, dass in beiden Faktoren die

Variable x einen Einfluss nimmt.
Quotientenregel Hieraus folgt sogleich auch ein Zusammenhang fiir die Ableitung einer

Division hervor. Dieser ist wie folgt:

Kettenregel Eine Verkettung von Funktionen (vgl. Abschnitt verkettete Funktionen)

wird wie folgt abgeleitet:

fl@) = ¢ f'(x)=0
f(z) = 2" F@) =nxam!
1 ’ 1 _1 1
f@) = Vo =7 /(@) 5952:%
f@=1=a  f@=-at=—g
f(@) = sin (2); F'(@) = cos ()

12



Tangente, Sekante und Normale

In der folgenden Abbildung (vgl. Abbildung Tangente, Sekante und Normale) ist die Sekante
zwischen den Punkten A(0[f(0)) und B(2,5|f(2,5)), als auch die Tangente und Sekante
durch den C(1f(1)) eingezeichnet. Die Gleichung der Funktion f lautet f(z) = —2® + 322

6] Tangente durch-C

Sekante zwischen A & B

3

Normale durch C

b3 2%

Abbildung 2: Tangente, Sekante und Normale

Sekante

Unter einer Sekante versteht man eine Gerade durch zwei Punkte auf einem Graphen. Die

allgemeine Sekantengleichung durch die Punkte A(a;|az) und B(b|by) lautet:

by — as

Y x (x —ay) + ag

by —ay

13



Tangente

Eine Tangente ist eine gerade, welche einen Bertihrpunkt mit einer Funktion f besitzt und
die Steigung dieser am Berithrpunkt hat. Somit ist die Steigung einer Tangente gleich der
momentanen Anderungsrate von f im Berithrpunkt. Allgemein kann die Gleichung einer

Tangente wie folgt angegeben werden:

toy=f'(u)*(z—u)+ f(u)

, wobei u dem x-Wert des Bertihrpunkts entspricht.
Es kann in drei Falle unterschieden werden, bei der Suche einer Tangentengleichung:

1. Es ist die Tangente in einem Punkt B(u|f(u)) des Graphen gesucht. Es ist die
Funktion f und der Beriihrpunkt gegeben. Hierfiir muss lediglich « in die allgemeine

Tangentengleichung eingesetzt werden, um die Losung zu erhalten.

2. Es ist die Tangente parallel zu einer Geraden gesucht. Hierfiir muss die Funktion
f und die Gerade g gegeben sein. Hierfiir wird nun zunéchst der Beriihrpunkt
gesucht, indem man die Gleichung my = f’(u) nach u auflést. Durch den Erhalt
von v kann nun ahnlich wie gerade vorgegangen werden und u in die allgemeine

Tangentengleichung eingesetzt werden.

3. Es wird die Tangente gesucht, welche durch einen Punkt P(p;|p2) verlduft, welcher
nicht auf der Funktion liegt. Hierfiir muss erneut die Funktion f und der Punkt
P gegeben sein. Hierfiir wird die allgemeine Tangentengleichung genutzt und man
ersetzt x durch die x-Koordinate von P und setzt dies dem y-Wert von P gleich.
Somit erhdlt man dann die Gleichung ps = f'(u) * (p1 — u) + f(u) und muss diese
lediglich nach w umstellen. u kann nun verwendet werden um die Tangentengleichung

durch einsetzen in die allgemeine Tangentengleichung zu erhalten.

Normale

Unter einer Normalen versteht man eine Gerade, welche eine Funktion in einem Punkt
orthogonal schneidet. Somit ist sie zudem orthogonal zur Tangenten an der gleichen Stelle.
Die Steigung einer Tangente verhalt sich hierdurch wie folgt zur Steigung der Tangenten,

bzw. der Ableitung der Funktion an der Stelle w:

1 1
mn:—iz

my _f’(u)

14



. Die allgemeine Normalengleichung an der Stelle u ist des Weiteren wie folgt:

1
n:

T W)

* (2 —u) + f(u)

. Hierdurch kénnen sehr dhnliche Aufgaben wie bei der Suche der Tangenten gelést werden.
Dabei wird genauso wie bei der Tangentensuche vorgegangen, nur dass die allgemeine

Normalengleichung, statt der allgemeinen Tangentengleichung genutzt wird.

Kurvendiskussion

Definitions- und Wertemenge

Die Definitionsmenge gibt an, fiir welche Werte eine Funktion definiert ist. Das heif3t,
welche x-Werte einsetzbar sind. Die Wertemenge gibt an, welche Werte die Funktion
annehmen kann.

So wird beispielsweise die Definitions- und Wertemenge von e”,In (x) und i im Folgenden

genauer betrachtet:

o Esgilt f(z) = e”. Da €” fiir alle reellen Zahlen definiert ist gilt: Dy = R. Und da
die Funktion nur oberhalb der x-Achse verlauft und diese nie beriihrt gilt: W; =
(0;00) = R™.

o Es gilt g(x) = In(z). Da der natiirliche Logarithmus nur fir alle reellen Zahlen,
welche grofer als 0 sind, definiert ist gilt: D, = (0;00) = RT. Da der nattiriche

Logarithmus alle reellen Zahlen annehmen kann gilt: W, = R.

« Esgilt h(z) = L. Da h(z) fir alle reellen Zahlen aufer 0 definiert ist gilt: D, = R\{0}.

Da die Funktion alle reellen Zahlen annehmen kann gilt: W), = R.

Nullstellen

Zur Bestimmung der Nullstellen einer Funktion f muss folgende Gleichung nach x aufgelost

werden:
f(z)=0

. Man erhalt alle Nullstellen, bzw. alle x-Koordinaten der Nullpunkte, welche zu einem
Punkt, bzw. Punkte N P(x|0) umgeformt werden konnen.

Wenn man in der Losungsmenge eine Nullstelle doppelt vorkommt, so handelt es sich
um eine doppelte Nullstelle, bei 3 Vorkommen eine dreifache, usw.. Bei einer zwei-, vier-,
sechs-, . ... -fachen Nullstelle nahert sich die Kurve dabei nur der x-Achse an und bertihrt
diese, durchstoflt diese jedoch nicht. Ein-, drei-, fiinf- . ... -fache Nullstellen durchstoflen

diese. Allgemein lésst sich sagen, dass sich der Graph in der Néhe einer n-fachen Nullstelle
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genauso verhalt, wie eine Potenzfunktion vom Grad n.

Symmetrie

Eine Funktion f ist punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn gilt, dass

. Andere Formen der Symmetrie sind fiir das Abitur nicht relevant.

Grenzverhalten und Asymptoten
allgemeine Hinweise fiir das Rechnen mit dem Limes

Der Limes wird genutzt, um das Verhalten einer Funktion fiir einen Wert zu bestimmen,
welcher nicht eingesetzt werden darf, da es sich beispielsweise um eine Definitionsliicke,
bzw. -grenze handelt oder der zu iiberpriifende Wert oo ist.

Wenn der Limes einer Summe bestimmt werden soll, so kann lediglich das Verhalten des
Bestandteils mit dem hochsten Exponenten betrachtet werden, wobei eine Exponential-
funktion immer den hochsten Exponenten besitzt. Wenn es sich um ein Produkt oder einen
Quotienten handelt, muss jedes Bestandteil hinsichtlich der Vorzeichen betrachtet werden,
wobei auch hier gilt, dass der Bestandteil mit dem hochsten Exponenten entscheidet, ob
es sich beispielsweise 0 oder oo annahert.

Eine weitere schnelle Methode um solch ein Verhalten zu iiberpriifen ist, dass man in
den Taschenrechner die Funktion eingibt und das Verhalten fiir einen x-Wert nahe an der

Grenze betrachtet und so auf das Grenzverhalten schlief3t.

Verhalten fiir extremale x-Werte und waagerechte Asymptoten

Von einer gegebenen Funktion f kann das Verhalten fiir x gegen +00 untersucht werden.

Dafiir wird folgende Gleichung gelost fiir das Verhalten gegen oo:

lim f(x)

T—00
, und

lim f(z)

T——00
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fir das Verhalten gegen negativ oo. Mégliche Losungen sind dabei: {0; k; 00; —o0}; k € R.
Wenn dabei lim f(z) = lim f (x) # £oo gilt, dann gibt es eine waagrechte Asymptote
bei lim f(z), bzw. 1_1)1}1 f(z). Dies kann dann als Gleichung der waagerechten Asymptoten

wie folgt angegeben werden: y = gﬁlljglo flx) = EIEl f(x).

Vereinfacht werden kann diese Untersuchung mit den folgenden Verallgemeinerungen bei
gebrochen-rationalen Funktionen (Grad des Zahlers wird mit z abgekiirzt, der des Nenners

mit n):
o Wenn z < n gilt, dann gibt es eine waagrechte Asymptote bei y = 0.

o Wenn z = n gilt, dann gibt es eine waagerechte Asymptote bei y = ¢; ¢ € R\{0},

wobei ¢ dem Quotienten der Leitkoeffizienten entspricht.

o Wenn z > n gilt, dann gibt es keine waagrechte Asymptote.

Definitionsliicken und senkrechte Asymptoten

Wenn eine Funktion f an einer Stelle nicht definiert ist, so spricht man von einer Definiti-
onsliicke. Dies geschieht vor allem, wenn man fiir das Ergebnis durch 0 teilen miisste.

In diesem Fall iberpriift man welchen Wert der Zédhler annimmt, wenn der Nenner eine
Nullstelle besitzt. Ist das Ergebnis “= 0” handelt es sich um eine hebbare Definitionsliicke
und es gibt keine senkrechte Asymptote. Anderenfalls handelt es sich um eine Definitions-
liicke mit Polstelle, das heifit es gibt auch eine senkrechte Asymptote an der Stelle. Nun
kann noch tberprift werden, ob es sich um eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel handelt,
indem von beiden Seiten der Definitionsliicke mithilfe des Limes das Grenzverhalten

iiberpriift wird.

Monotonie und Kriimmungsverhalten
Monotonie

Eine Funktion f ist immer dann streng monoton wachsend in einem Intervall I, wenn gilt,

dass
fla) < f(b); a,bel;a<b

. Sie ist streng monoton fallend, wenn gilt, dass
fla) > f(b); a,be l;a<b

. Dies bedeutet in einer anderen Formulierung, dass eine Funktion streng monoton wachsend
ist, wenn fiir alle = € I gilt, dass f/'(x) > 0 und umgekehrt fiir streng monoton fallend.
Diese zweite Formulierung nennt man auch den Monotoniesatz.

Des Weiteren gibt es den Fall, dass eine Funktion f im Intervall I lediglich monoton
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wachsend oder fallend ist, wenn nur gilt, dass f'(z) <0, bzw. f'(z) > 0.

3

So wére die Funktion f(x) = z° zwar nicht streng monoton wachsend, da die Ableitung

an der Stelle 0, 0 entspricht, jedoch monoton wachsend.
Kriimmungsverhalten

Wenn die Ableitung einer Funktion f, also f” auf einem Intervall I streng monoton fallend
ist, so ist f in diesem Intervall rechtsgekriimmt. Wenn f” in diesem Intervall streng monoton
wachsend ist, so ist f in diesem Intervall linksgekriimmt.

Dies bedeutet, wenn f”(x) < 0 fiir alle x € I, so ist f rechtsgekriimmt und linksgekriimmt

im umgekehrten Fall.

Extrem- und Wendepunkte
Extrem- und Sattelpunkte

Zur Bestimmung der Extrempunkte einer Funktion f, miissen zuerst die Extremstellen

bestimmt werden durch die Losung der Gleichung
fl(@)=0

, wobei gelten muss, dass
f'(x) #0

. Wenn diese Stelle(n) bestimmt sind, so kénnen die entsprechenden Punkte nach dem
Schema EP(z|f(z)) bestimmt werden. Wenn f”(z) = 0 gilt, so handelt es sich bei der
Stelle um eine Sattelstelle und nach dem gleichen Vorgehen kann auch der Sattelpunkt

berechnet werden.

Wendepunkte

Wenn die Wendepunkte einer Funktion f berechnet werden sollen, miissen zunéchst die

Wendestellen mittels l6sen der folgenden Gleichung bestimmt werden:
f'(x) =0

, wobei wiederum gelten muss, dass

f///(x) % 0

ist. Nun kann der Wendepunkt WP nach dem folgenden Schema bestimmt werden:

WP(z|f(x)).
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Extremwertbestimmung mit Nebenbedingungen

Zunéchst muss der Term bestimmt werden, welcher extremal werden soll. Wenn dieser
mehrere Variablen enthalt muss mittels der Zusammenhénge zwischen den Variablen einer
gefunden werden, mit einer Variable. Diese Funktion nennt man Zielfunktion. Auflerdem
muss das Intervall bekannt sein, in welchem die Zielfunktion auf Extrembedingungen
untersucht werden soll. Nun kann die Zielfunktion auf Extremwerte untersucht werden,
welche im Intervall liegen. Auch muss durch tiberpriifen der Rénder des Intervalls gesichert
werden, dass diese keine hoheren (oder sonstigen extremen) Werte besitzen. Nun kann
zum Schluss das Ergebnis formuliert werden, wobei angegeben wird, ob der extremste

Wert an den Randern oder in dem Intervall liegt.

Stammfunktionen

Wenn man die kumulierten Werte einer Funktion bis zu einem Punkt erhalten mochte,
so kann man eine Funktion f(z) aufleiten und ihre Stammfunktion F'(z) erhalten. Die
Aufleitung, bzw. Stammfunktion ist das umgekehrte zur Ableitung einer Funktion. Deshalb
gilt auch, dass F'(z) = f(z).

Des Weiteren ist zu beachten, dass es immer eine unendliche Anzahl an Aufleitungen gibt,
da ein konstanter Summand hinzugefiigt werden kann, welcher die Stammfunktion nach

oben verschiebt. Somit gilt, dass die Stammfunktion von f,
F(z) + ¢ ceR

entspricht.
Ahnlich zur Ableitung gibt es auch sogenannte Aufleitungsregeln, und zwar folgende:

Potenzregel Wenn eine Potenzfunktion aufgeleitet werden soll, so muss der Exponent um
1 erhoht werden, und ein Vorfaktor vom Kehrwert des neuen Exponenten hinzugefiigt

werden. Dies kann wie folgt dargestellt werden:

fy=ab F@=ped™s beR\(-1)

Summenregel Wenn eine Summe von Funktionen aufgeleitet werden soll, kann auch

jede Teilfunktion einzeln aufgeleitet werden. Somit gilt:
f(z) = g(z) + h(z); F(r) = G(z) + H(x)

Faktorregel Wenn eine Funktion mit Vorfaktor aufgeleitet werden soll, so bleibt dieser
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bestehen und wird nicht verandert. Oder allgemein ausgedriickt:
f(@) = k= g(z); F(r) = kxG(x)

lineare Substitution Wenn eine verkettete Funktion nach dem Schema f(x) = g(axz+b)

aufgeleitet werden soll, so gilt:
1
f(z) = glax*z+D); F(z)=-*xG(a*xxz+Db)
a

Des Weiteren gibt es folgende Sonderfélle bei der Aufleitung:

fl@)=— =27 Fx) = In(|z)
f(z) = sin (x); F(z) = —cos ()
f(z) = cos (x); F(z) = sin(x)
flz) = €% F(x)=e¢"

rekonstruierter Bestand

Die Stammfunktion kann beispielsweise verwendet werden, um einen absoluten Wert
fiir einen x-Wert zu bestimmen, wenn lediglich eine Funktion vorhanden ist, welche die
Anderungsrate beschreibt. Hierfiir wird einerseits die Funktion f bené&tigt, welche die
Anderungsrate beschreibt, als auch der Anfangsbestand c. Dann gilt, dass der absolute

Bestand B zu einem Punkt x wie folgt berechnet werden kann:

Integral

Das Integral wird genutzt, um die Fléche zwischen einer Funktion und der x-Achse zu
bestimmen. Diese nennt man auch den orientierten Flacheninhalt. Es muss beachtet werden,
dass wenn der Graph unterhalb der x-Achse verlauft, dass die Flache negativ betrachtet
wird. Das Integral wird immer in einem Intervall [a; b] bestimmt. Notiert wird das Integral

der Funktion f(x) im Bereich von a bis b wie folgt:

/abf(x)dx
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. Beim Rechnen mit Integralen kann ein Integral in mehrere Teilintegrale wie folgt zerlegt

werden: \
/ f(ac)dx:/ f(x)dx—i—/ f(z)dz; a<b<c
a a b
. Des Weiteren kann ein Faktor auch aus dem Integral isoliert werden, wie folgt:

b

/abk; « f(x)de = k */ fla)de

. Zur Berechnung eines Integrals kann die Stammfunktion wie folgt verwendet werden:

. Dies ist durch den ersten Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (vgl. Abschnitt
dazu) definiert.

Hauptatze der Differenzial- und Integralrechnung

1. Ist die Funktion f im Intervall [a; ] integrierbar und ist F' eine Stammfunktion im

Intervall [a; b], so gilt

2. Sind F' und G verschiedene Stammfunktionen von f im Intervall I so unterscheiden

sich F'(x) und G(z) nur um eine Konstante ¢, das heifit es gilt

F(z) = G(x) + ¢ rel;ceR

Integralfunktionen

Man kann auch eine Funktion mithilfe eines Integrals erstellen, indem man eine der
Grenzen variabel auslegt. Meist wird die festgesetzte Grenze als Index angegeben. Somit

ware die Integralfunktion von f zur unteren Grenze u wie folgt:

. Dabei gelten die folgenden Grundsétze:

o jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion der Ursprungsfunktion, aber nicht

zwangsldufig umgekehrt

e die untere Grenze ist immer eine Nullstelle der Funktion
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Berechnung von Flacheninhalten
gesamter Flicheninhalt

Wenn statt dem orientierten Flacheninhalt der gesamte Flacheninhalt berechnet werden
soll, so muss das Integral I = [a;b] an allen Nullstellen der Funktion f geteilt werden.

Dann kann der Flécheninhalt wie folgt berechnet werden:
b
|/ )da| + | f(:c)dx|+...+|/ da|

Flache zwischen Graphen

Wenn die Funktionen keinen Schnittpunkt besitzen kann mit der folgenden Formel der

Flacheninhalt der von den Funktionen f und ¢ im Intervall [a;b] berechnet werden:

A= [ (7(a) - gla))de

. Ansonsten muss das Integral analog zum vorigen Abschnitt in Teilintervalle zerlegt

werden und dann die Summe berechnet werden.

unbegrenzter Flacheninhalt

Wenn man die Flache einer Funktion f in einem Intervall mit offener Grenze berechnen will,
so nennt man dies eine unbegrenzte Flache. Hierzu wird zunéchst das Integral mit einer
variablen Grenze z in die Richtung, in welche das Intervall getffnet ist, bestimmt. Nun wird
das Grenzverhalten dieses Integrals mithilfe des Limes (vgl. Abschnitt Grenzverhalten)
berechnet. Wenn das Integral dabei einen endlichen Grenzwert hat, so nennt man das
Integral uneigentlich. Der Flacheninhalt eines uneigentlichen Integrals im Intervall [ =

[u; w], welches nach w unbegrenzt ist, ist somit:

z

A=lim | f(z)dzx

Z—w m

Mittelwert von Funktionen

Um den Mittelwert einer Funktion f auf einem Intervall I = [a;b] zu bestimmen kann die

folgende Formel verwendet werden:

b
m:bia/a f(z)dx
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Volumen von Rotationskorpern

Wenn man eine Funktion f um die x-Achse rotieren lésst, so entsteht ein sogenannter
Rotationskorper. Dessen Volumen last sich dhnlich zu dem eines Zylinders, im Integral
[a; b] mit
V= W/b(ﬁx))?d:ﬂ
a
berechnen. Im Falle, dass ein Kérper mit freiem Kern entstehen soll, muss beachtet werden,
dass der Kern nicht vor der Berechnung des Integrals von der Funktion subtrahiert werden

darf, da sonst eine Verschiebung der Funktion nach unten geschieht und das Volumen

nicht mehr stimmt.
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(Geometrie

Vektoren

Ein Vektor ist ein Zahlentupel, also eine Sammlung aus einer bestimmten Anzahl an
Zahlen. Dieser kann eine Verschiebung oder Richtung angeben.
Im Falle eines Ortsvektors gibt ein Vektor die Verschiebung eines Punktes vom Nullpunkt

all.

Rechnen mit Vektoren

Vektoraddition

Um zwei Vektoren zu addieren kann einfach jedes Element des Vektors mit dem jeweiligen

Element des anderen Vektors addiert werden. So gilt:

Uy U1 U + vg
U0 + U= U9 + Vo | = | U2 + V2
Us V3 us -+ U3

. Diese Addition von Vektoren nennt man Linearkombination.

Multiplikation mit einer Zahl

Wenn ein Vektor mit einer Zahl k£ multipliziert wird, so wird dieser in alle Dimensionen

um k gestreckt. Dabei wird jedes Element des Vektors mit & multipliziert. Dadurch gilt:

Uy k * uy
us ]{Z*Ug
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Betrag eines Vektors

Um die Lange, bzw. den Betrag eines Vektors zu bestimmen muss die Wurzel aus der

Summe der Quadrate aller Einzelelemente gebildet werden. Somit gilt:

|i| = \/u% +ud+ .

. Ein Sonderfall ist der sogenannte Einheitsvektor, wobei die Lange dieses genau 1 ist. Um
aus einem beliebigen Vektor, bei welchem mindestens ein Element ungleich 0 ist einen
Einheitsvektor zu erzeugen, muss lediglich der Vektor mit dem Kehrwert seines Betrages

multipliziert werden. Somit gilt

—_

Uy = — *x U
|

Skalarprodukt

Um zu tberpriifen ob zwei Vektoren orthogonal zueinander sind, kann das Skalarprodukt

verwendet werden. Zwei Vektoren sind orthogonal wenn gilt
@-7=0; @, 7+0
. Des Weiteren gilt, dass zwei Vektoren parallel sind, wenn gilt, dass
@ b=|al bl

. Allgemein kann der Winkel zwischen zwei Vektoren tiber den folgenden Zusammenhang

berechnet werden:

os (@) Qb
a) = =
|| * |b]

Das Skalarprodukt berechnet sich dabei aus der Summe aller Produkte der jeweiligen

Elemente des Vektors, also wie folgt:
U+ U=1Up %V + U % Vg + ..U, *Up

. Folgende Rechenregeln gelten dabei:

Kommutativgesetz vgl. Grundlagen

00 =0-i
@i = |

Distributivgesetz vgl. Grundlagen
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(r«t@)-(s*¥)=(r=s)*(u-0)

Vektorprodukt

Das Vektor- oder Kreuzprodukt wird dazu genutzt einen Vektor zu finden, der zu beiden

Vektoren orthogonal ist. Somit gilt:
ii=axb: Gi-i=0b-a=0

. Die Berechnung des Kreuzprodukts geht dabei wie folgt:

asbs — asby
axb= a3b1 — albg
a1by — azby

. Dies kann mithilfe des folgenden Schemas vereinfacht hergeleitet werden (vgl. Abbildung

Kreuzprodukt).
o) BT
a- bz
a. =<} azbs asb,
° 3= agh b
a. << p =) Babh | —| Rls
o a,b, a; b,
a; bz
s bz
Abbildung 3: Kreuzprodukt
Geraden

Eine Gerade kann mithilfe eines Punktes(P) und eines Richtungsvektors(v) beschrieben
werden. Der Richtungsvektor kann dabei auch durch einen zweiten Punkt ersetzt werden,
wobei lediglich der Vektor zwischen den beiden Punkten als Richtungsvektor verwendet

wird. Dieser Typ von Geraden ist nach dem folgenden Schema aufgebaut:

g: X =P+ sx1; seR
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Ebenen

Im dreidimensionalen Raum konnen des Weiteren auch Ebenen dargestellt werden. Hierfiir
ist ein Punkt(P) und zwei Spannvektoren(i, v) beispielsweise notig. In diesem Fall wird

eine Ebene dann wie folgt dargestellt:

E:X=P+r*xud+ s, r,s e Rya jf v

verschiedene Darstellungsformen
Parameterform

Unter der Parameterform versteht man Ebenengleichungen nach dem folgenden Schema:
E:X=P+r*xu+sx0, r,seRujfv

. Die Umrechnung in eine Normalengleichung geht wie folgt:

e Bestimmung des Normalenvektors mithilfe des Vektorprodukts aus den beiden

Spannvektoren, also 7 = u X U
e Den Punkt P iibernehmen
Umgerechnet konnen diese in die Koordinatenform werden, wie folgt:

e vgl. Umrechnung in Normalenform und danach Umrechnung in Koordinatenform

Normalenform

Die dritte mogliche Darstellungsform ist die sogenannte Normalengleichung oder -form,
welche die Ebene durch einen Punkt (P), welcher in der Ebene liegt und einen sogenannten
Normalenvektor (n) beschreibt. Dieser Normalenvektor steht orthogonal zur Ebene. Die

Darstellung in dieser Form ist nach dem folgenden Schema aufgebaut:
E:(X—-P)-i=0; nlFE

. Die Umrechnung in die Parameterform gelingt dabei wie folgt:
o wvgl. Umrechnung in Koordinatenform und danach Umrechnung in Parameterform

Wenn eine Normalenform in eine Koordinatenform umgerechnet werden soll, so gelingt

dies wie folgt:

o Ausmultiplizierung der Gleichung zu £ : X -n =P -n

o Auflésung des Skalarprodukts
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Koordinatenform

Die Koordinatenform oder -gleichung ist eine weitere Darstellungsmoglichkeit von Ebenen.
Diese Form kann auch als Umstellung der Normalenform gesehen werden. Haufig ist diese
zu finden, in Linearen Gleichungssystemen. Ein grofler Vorteil dieser Form ist, dass sich
schnell viele Punkte die in der Ebene liegen abgelesen werden kénnen. Gleichungen dieser

Form sind wie folgt aufgebaut:

E:axy+bry+crs=d

a
, wobei der Normalenvektor 77 = | b | enthalten ist, und d das Skalarprodukt aus einem

c
Punkt und dem Normalenvektor ist.

Die Umrechnung in die Parameterform gelingt wie folgt:

e Bestimmung von 3 Punkten welche in der Ebene liegen, durch ausprobieren, bzw.

einsetzen
o Bestimmung der Spannvektoren mittels der bestimmten Punkte

Zur Umrechnung in die Normalenform kann wie folgt vorgegangen werden:

a

¢ Ablesen des Normalenvektors 7 = | b

c

e Bestimmen eines Punktes, welcher in der Ebene liegt, durch ausprobieren, bzw.

einsetzen

Veranschaulichung von Ebenen

(vgl. Aufschrieb “4.7 Ebenen veranschaulichen”)

Lagebeziehungen

Lagebeziehungen von Ebenen und Geraden

Hierfur wird zunéchst eine Ebene (E) in Koordinatenform und eine Gerade (g) benétigt.
Nun kann ¢ in E eingesetzt werden, indem jedes x in der Ebene durch die jeweilige x-
Koordinate der Gerade ersetzt wird. Danach erhilt man eine Gleichung nach dem folgenden
Schema:

E:arvi+brg+crs=d,g: X =P+ s*x0
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ax(Pr+s*v) +bx(P+s*vy) +cx(Py+sxuv3) =d
. Wenn diese Gleichung gelost wird, gibt es drei Moglichkeiten:

1. Es handelt sich um eine Ungleichung, das heifit a  (P; + s *vy) + b* (P + s % v9) +
¢* (Ps+ sxwv3) # d. In diesem Fall ist g parallel zu F, also g || E.

2. Die Gleichung stimmt unabhangig davon, was der Parameter annimmt. In diesem

Fall gilt g € E, bzw. g liegt in F.

3. Die Gleichung stimmt, wenn der Parameter einen bestimmten Wert annimmt, also
wenn die Gleichung wie folgt vereinfacht werden kann s = k; k& € R. In diesem Fall
schneidet die Gerade die Ebene. Um den Schnittpunkt zu bestimmen kann k in die

Geradengleichung eingesetzt werden.

Lagebeziehungen von Ebenen

Wenn die Lage zwischen zwei Ebenen bestimmt werden soll, so miissen zunachst die
Normalenvektoren (n7,n3) der beiden Ebenen bekannt sein. Wenn gilt, dass ny || 13, bzw.
ny = r*no;7 € R, dann ind die beiden Ebenen parallel. Wenn dies nicht gilt, so schneiden
sie sich. Ein Spezialfall des Schneidens ist, wenn 7} - ny = 0, da dann die Ebenen sich

orthogonal schneiden und E; 1 F ist.

Lagebeziehung von Punkt und Ebene

Hierfir wird lediglich der Punkt P fiir X in der Ebenegleichung eingesetzt, und wenn die
Gleichung stimmt liegt P in der Ebene.

Lagebeziehung von Punkt und Gerade

Hierfiir wird gleich vorgegangen und X in der Geradengleichung durch den Punkt P ersetzt
und iiberpriift, ob die Gleichung stimmt. Erneut gilt, dass wenn die Gleichung stimmt,

dass P in der Geraden liegt.

Lagebeziehung von Geraden

Geraden konnen entweder echt parallel, identisch, windschief oder schneidend sein.

Zur Uberpriifung um was es sich handelt miissen zunéchst die Richtungsvektoren (i, 7)
verglichen werden. Wenn gilt, dass @ = r % v, bzw. dass die beiden parallel sind, so muss
noch unterschieden werden, ob die Geraden echt parallel sind, oder ob sie identisch sind.

Hierfiir wird tiberprift, ob der Punkt der einen Gerade in der anderen liegt.

Im anderen Fall muss iiberpriift werden, ob es einen Schnittpunkt gibt. Hierfiir werden die
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beiden Geraden gleichgesetzt und das so entstehende lineare Gleichungssystem gelost. Wenn
das Gleichungsystem eine Losung besitzt, so konnen die sich aus der Losung ergebenden
Parameter noch in die Geradengleichung eingesetzt werden, um den Schnittpunkt zu

berechnen. Wenn das LGS keine Losung besitzt, so sind die Geraden windschief.

Abstand zwischen Punkt und Gerade

Zur Bestimmung des Abstandes zwischen einem Punkt (P) und einer Geraden (g), nutzt
man eine sogenannte Hilfsebene. Diese Ebene ist orthogonal zur Geraden und enthalt P.

Zur Bestimmung des Abstandes wird nun wie folgt vorgegangen:

1. Bestimmung der Hilfsebene, durch Verwendung des Richtungsvektors von ¢ als

Normalenvektor und Verwendung von P als Punkt in der Ebene.
2. Bestimmung des Schnittpunkts F' zwischen g und der Hilfsebene.

3. Der Betrag des Vektors FP ist gleich dem Abstand zwischen P und g.

Abstand zwischen Punkt und Ebene

Um den Abstand zwischen einem Punkt (R) und einer Ebene (E) zu bestimmen gibt es
zwel Anséitze. So kann einerseits die Hesse’sche Normalenform verwendet werden. Dies ist
eine Normalengleichung, bei der es sich bei dem Normalenvektor um einen Einheitsvektor
handelt (vgl. Abschnitt Betrag eines Vektors). Nun kann R fiir X eingesetzt werden. Der
Betrag dieser Gleichung entspricht dem Abstand zwischen Punkt und Ebene. Somit gilt:

d(E, R) = [(R — P) - no|

. Wenn lediglich eine Koordinatengleichung nach dem Schema aix; + asxs + agxs = b
bekannt ist, so kann des Weiteren mit der folgenden Gleichung der Abstand bestimmt

werden:
a1r1 + agrg + asrs — b

Va3 + a3+ a3

d(E,R) = |

Abstand windschiefer Geraden

Zur Bestimmung des Abstandes zwischen zwei windschiefen Geraden (g : X = P + 1 *
u,h : X = @Q + s ¥) gibt es erneut zwei Methoden. So kann einerseits ein lineares

Gleichungssystem mit den folgenden Gleichungen gelost werden:

—

I GH-u=0

—

II GH -v=0

<y
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. Dann gilt fur den Abstand. d(g, h) = \G?ﬂ

Die zweite Methode ist, dass man eine Hilfsebene mit den Richtungsvektoren der Geraden
als Spannvektoren erzeugt. Danach kann der Abstand zwischen der Hilfsebene und dem
nicht in der Ebene liegenden Punkt berechnet werden. Somit entsteht zunéchst die folgende
Hilfsebene:

E:-X=P+rxu+sxv

, nach Umrechnung in die Normalen, oder Koordinatenform lésst sich auch der Abstand
zwischen E und @) leicht berechnen (vgl. Abschnitt Abstand Punkt Ebene).

Schnittwinkel

Um den Schnittwinkel zwischen Geraden und Ebenen untereinander zu bestimmen wird
das Skalarprodukt verwendet, da durch dieses der Schnittwinkel zweier Vektoren bestimmt
werden kann (vgl. Abschnitt Skalarprodukt).

Um den Winkel zwischen zwei Geraden zu bestimmen muss lediglich der Winkel zwischen
den beiden Richtungsvektoren bestimmt werden. Somit ist der Winkel («) zwischen zwei
Geraden (9: X =P+ sxu,h: X =Q +r*7):

. Um den Winkel zwischen zwei Ebenen zu bestimmen wird dhnlich vorgegangen, nur dass
der Winkel zwischen den Normalenvektoren statt dem zwischen den Richtungsvektoren.
Somit ist der Winkel zwischen zwei Ebenen wie folgt:

] - Ty

)

a=cos Mg
[ni] * 13|
. Eine Besonderheit gibt es bei der Winkelbestimmung zwischen Gerade und Ebene, weil
hierbei die einzigen verfiigharen Vektoren der Richtungsvektor und der Normalenvektor
ist. Da der Winkel zwischen diesen beiden nicht gleich dem Winkel zwischen Gerade und
Ebene ist. Hierfiir muss statt dem Sinus der Kosinus verwendet werden. Somit gilt fiir den
Winkel (a):

-1

)

N
a=sin"" (———
] * |7

Spiegelung und Symmetrie

Fiir das Abitur ist lediglich die Spiegelung eines Punktes an einem anderen Punkt, einer

Geraden und einer Ebene relevant. Hierfiir wird wie folgt Vorgegangen:
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Punktspiegelung Der gespiegelte Punkt P’ entsteht wie folgt, wenn an dem Punkt Z
gespiegelt wird: P/ = Z + PZ.

Spiegelung an einer Geraden Hierfiir wird eine Hilfsebene Ej,, aus dem Richtungsvek-
tor der Geraden (g) als Normalenvektor und dem Punkt P als Punkt der Ebene,
erzeugt. Fir diese gilt: P € E;, 1 g. Wenn nun der Schnittpunkt zwischen Ej und
g berechnet wird, kann wie bei einer Punktspiegelung am Schnittpunkt verfahren
werden. Somit gilt dann, wenn E, N g = {F} gilt, dass der gespiegelte Punkt P’ wie
folgt berechnet wird: P’ = F + PF.

Spiegelung an einer Ebene Wenn diese Art der Spiegelung vollzogen werden soll, so
muss eine Hilfsgerade durch den Punkt P, welche rechtwinklig zu der Ebene E
ist erzeugt werden (Normalenvektor gleich dem Richtungsvektor und P als Punkt
der Geraden). Nun kann wieder der Schnittpunkt F' zwischen Gerade und Ebene
bestimmt werden und mit der folgenden Gleichung de gespiegelte Punkt P’ berechnet
werden: P' = F + PF.

Berechnung von Volumina und Flacheninhalten

Fiir die Berechnung des Flacheninhalts oder dem Volumen von Koérpern, die durch Vektoren,
welche die Kanten darstellen definiert sind, ist der Betrag des Kreuzproduktes haufig

hilfreich. So werden die folgenden Sachen unter Verwendung dieses berechnet.

Flicheninhalt Parallelogramm A = |G x |
Flidcheninhalt Dreieck A = 1|a x b|

Volumen Spat V = |- (@ x b)]

Volumen Pyramide mit viereckiger Grundflache

v
Volumen Pyramide mit dreieckiger Grundflache V =

Beschreibung von geradlinigen Bewegungen

Fiir die Modellierung einer geradlinigen Bewegung im Raum wird eine Zeit-Ort-Gleichung
verwendet. Diese ist nach dem Schema s : X = P+t*¢ aufgebaut, wobei P den Punkt zu ¢,
angibt und v die Verschiebung pro Zeiteinheit ¢ angibt. Wenn nun beispielsweise iiberpriift
werden soll, ob es zu einer Kollision zwischen zwei Zeit-Ort-Gleichungen kommt, werden
diese gleichgesetzt, wobei beide den Gleichen Parameter ¢ besitzen, sodass tiberpriift wird,

ob es einen Schnittpunkt gibt, bei welchem beide Objekte zum gleichen Zeitpunkt sind.

Beweise mit Vektoren
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Scharen

Scharen sind immer eine Menge an Geraden oder Ebenen, welche in einem der Vektoren

einen Parameter besitzen. Hierdurch wird bei Variation des Parameters die Ebene, bzw.

Gerade verandert.
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Stochastik

Ergebnis Moglichkeiten die sich beim Durchfithren des Experiment ergeben koénnen,
beispielsweise {1, 2, 3,4, 5,6} beim Werfen eines Wiirfels als Menge aller Ergebnisse

Ereignis Teilmenge an Ergebnissen

Gegenereignis das genau umgekehrte Ereignis zu einem Ereignis £, man schreibt um £

es anzugeben

es gilt: P(E) =1— P(E)
Erwartungswert der Wert, welcher im Durchschnitt als Ergebnis eines Zufallsexperi-
ments entsteht

Die zugehorige Formel lautet bei einer diskret verteilten Zufallsgrofie:

E(X) :ﬂ:ZpXi*Xi:le * X1+ px, * Xo+ ...

i=1

und bei einer stetigen Zufallsgrofie:

EX)=p= /ab:c*f(a:)dx

Fir Erwartungswert bei der Binomialverteilung vgl. Abschnitt Binomialverteilung
Standardabweichung (o) ist eine Kennzahl fir die Breite einer Wahrscheinlichkeitsver-

teilung

Néaherungsweise gelten des Weiteren folgende Werte:

P(E-0c<X<E+o0)=683%

P(E—20 <X < FE+20)=0954%

P(E—-30<X<E+30)=99,7% :

Berechnet wird die Standardabweichung allgemein, bei diskreten Zufallsgrofien, wie

folgt:

=1

0= \li(Xz - /vb)2 *Px;

und mittels

o= \//ab(x — )2 * f(x)dx
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bei stetigen Zufallsgrofien.

mehrstufige Zufallsexperimente

Wenn ein Zufallsexperiment gemacht werden soll, bei welchem mehrere Einzelereignisse in
dem Ereignis zusammengefasst werden, also beispielsweise das Ergebnis von zwei Wiirfeln
betrachtet werden soll, so gilt, dass um die Gesamtwahrscheinlichkeit zu erhalten man die
Einzelwahrscheinlichkeiten multiplizieren muss. Dabei nennt man die Kette an Einzelereig-
nissen einen Pfad. Wenn das Ereignis eine Menge ist, so kann die Wahrscheinlichkeit der

verschiedenen Pfade addiert werden.

bedingte Wahrscheinlichkeit

Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis B dadurch verédndert wird, dass Ereignis
A eingetreten ist, so spricht man von einer bedingten Wahrscheinlichkeit. Um diese

Wahrscheinlichkeit anzugeben schreibt man P4(B). Allgemein gilt, dass:

P(ANB)

PA(B): P(A)

. Wenn zwei Ereignisse nicht bedingt sind — also unabhéangig, so gilt immer

P4(B) = P(B) P(ANB)= P(A)x P(B)

besondere Experimente

LaPlace Experiment

Unter einem LaPlace-Experiment versteht man ein Experiment bei welchem alle moglichen
Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind. Ein Beispiel hierfiir wiare das Werfen einer Miinze

oder eines Wiirfels. Allgemein gilt dabei hierdurch, dass

P(E) Anzahl Ergebnisse in E

~ Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Bernoulli Experiment

Das Bernoulli Experiment ist ein mehrstufiges Zufallsexperiment mit zwei Ergebnissen,
wobei sich die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse iiber die Versuche hinweg nicht verédndert.

Es handelt sich also um das klassische Zufallsexperiment mit zuriicklegen.
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Das Bernoulli Experiment ist zudem die Ausgangsbasis der Binomialverteilung, bei welcher

die Wahrscheinlichkeiten eines Bernoulli Experiment betrachtet werden.

Binomialverteilung

Wenn ein Bernoulli Experiment durchgefiihrt wird und die Wahrscheinlichkeit fiir » Treffer

berechnet werden soll, so gilt:

P(X =7) = Bpy(r) = (:) «p" % (1—p)n"

, wobei p die Wahrscheinlichkeit eines Treffers angibt und n die Linge der Bernoulli Kette,
also wie viele Versuche gemacht werden sollen, in welchen r Treffer vorkommen sollen. (:f)

ist der Binomialkoeffizient, also wie viele Kombinationen von r Treffern in n Versuchen es

. Der Erwartungswert einer solchen Verteilung ist immer F(X) = pu = n * p, die Standard-

abweichung betragt immer o = (/n*p* (1 — p).

Wenn P(X = r) berechnet werden soll, so muss binomialpdf verwendet werden, wenn die

kumulierte Wahrscheinlichkeit P(X < r) berechnet werden soll, dann wird binomialcdf

gibt. Er wird wie folgt berechnet:

verwendet.

Wenn in einer Aufgabe mit der Binomialverteilung gerechnet wird muss immer folgendes

angegeben werden: X ist binomialverteilt mit Parameter n und p oder X ist B,,.,-verteilt.

Histogramme

Um die Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Ereginisse zu veranschaulichen werden haufig
Histogramme verwendet, welche die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ereignis anzeigen. Auf der
x-Achse ist dabei X aufgetragen, auf der y-Achse P(X). Leicht ldsst sich des Weiteren der
Erwartungswert in einem solchen Diagramm ablesen, da es sich lediglich um die hochste
Saule handelt, da der Erwartungswert das Ereignis mit der hochsten Wahrscheinlichkeit
ist, wenn es sich um eine der in den Schulen tiblichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

handelt. Ein Beispiel fiir ein Histogramm ist in der Abbildung Histogramm zu sehen.
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: Histogramm

Abbildung 4
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Hypothesentest

Wenn tiberpriift werden soll, ob eine Hypothese, welche im Zusammenhang mit einer

Binomialverteilung steht, stimmt so kann ein Hypothesentest gemacht werden.

einseitiger Hypothesentest

Wenn lediglich iiberpriift werden soll, ob eine Wahrscheinlichkeit in Wirklichkeit grofer
oder kleiner ist, so kann ein einseitiger Hypothesentest gemacht werden. Hierfiir wird
zunachst die Hypothese H, aufgestellt mit der zutreffenden Wahrscheinlichkeit py und
eine Alternative Hy, dass p < po bei einem linksseitigen Test bzw. p > py bei einem
rechtsseitigen Test. Nun muss noch das Signifikanzniveau o bestimmt werden, ab welchem

man die Hypothese verwirft. Ein haufiger Wert ist o = 5%.

Bei einem linksseitigen Test muss nun der Ablehnungsbereich bestimmt werden, in dem

man die groftmogliche Zahl g bestimmt, fiir welche
P(X <g) <«

gilt. Dann ist der Ablehnungsbereich wie folgt: {0, 1, ..., g}. Des Weiteren kann nun noch

die Entscheidungsregel definiert werden.

Beim rechtsseitigen Test wird ahnlich vorgegangen, nur dass die kleinstmogliche Zahl
gesucht wird, fiir welche gilt P(X > g) < «. Da dies jedoch nicht mit dem Taschenrechner

berechnet werden kann wird ¢ fiir folgende Bedingung gesucht:
PX<g-1)>1-«a

. Hierbei gilt, dass der Ablehnungsbereich {g, g+ 1, ...,n} ist. Dementsprechend kann auch

hier die Entscheidungsregel bestimmt werden.

Fiir beide Tests wird die Entscheidungsregel dann wie folgt formuliert: Wenn das Stichpro-
benergebnis im Ablehnungsbereich liegt, wird Hy verworfen. Anderen Falls wird Hy nicht
verworfen.

Auch muss beachtet werden, dass in jedem Fall eine Binomialverteilung verwendet wird,
wodurch wie im Abschnitt Binomialverteilung bereits beschrieben ein Satz wie folgt

angegeben werden muss: X ist im Extremfall (bei wahrer Nullhypothese Hy) B,,.,-verteilt.

zweiseitiger Hypothesentest

Der zweiseitige Hypothesentest ist letztlich eine Kombination aus einem rechts- und einem

linksseitigen Test. Durch ihn wird eine Hypothese allgemein auf Richtigkeit tiberpriift. Zur
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Berechnung des Ablehnungsbereich werden die Ablehnungsbereiche eines linksseitigen Tests

@

2
genutzt, da durch Kombination das Gesamtsignifikanzniveau « ergibt. Auch hier gilt, dass

und eines rechtsseitigen kombiniert. Fiir diese Hypothesentests wird als Signifikanzniveau

haufig als Signifikanzniveau o = 2, 5%. Da der zweiseitige Hypothesentest eine Kombination
aus zwei einseitigen Tests ist, wird ansonsten wie im vorherigen Abschnitt vorgegangen.
Das heifit es werden ein linksseitiger Test mit P(X < g;) < % und ein rechtseitiger Test
mit P(X > g2) < § durchgefithrt und der Ablehnungsbereich {0, 1, ..., g1, 92,92 + 1, ..., n}
erstellt.

Fehler

Wenn Hypothesen iiberpriift werden, so konnen zwei Arten von Fehlern auftreten. Der
Fehler 1. Art ist, wenn man die Nullhypothese verwirft obwohl sie richtig ist. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir diesen Fehler ist gleich der Irrtumswahrscheinlichkeit, also der Wahrschein-
lichkeit, welche bei der Berechnung des Ablehnungsbereichs das erste Mal die Bedingung
erfiillt. Somit kann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art vor allem durch die

Verinderung des Signifikanzniveaus beeinflusst werden.

Der Fehler zweiter Art ist, wenn man die Hypothese nicht verwirft obwohl diese falsch
ist. Fiir diesen Fehler die Wahrscheinlichkeit zu berechnen ist nur moglich wenn man
die reellen Werte hat. In diesem Fall, muss die Wahrscheinlichkeit berechnet werden,
dass mit der reellen Verteilung das Ergebnis im Annahmebereich, also aulerhalb des
Ablehnungsbereichs liegt. Diese Wahrscheinlichkeit fiir diese Art von Fehler kann am

leichtesten durch die Erhohung des Stichprobenumfangs verringert werden.

Dichtefunktionen

Zufallsgrofen konnen zudem entsprechend einer Dichtefunktion verteilt sein. Dies ist der
Fall, wenn es eine unendliche Anzahl an Ergebnissen gibt. Diese Art von Zufallsgrofien
nennt man stetige Zufallsgroffen. Fiir solche gibt das Integral der Dichtefunktion fiir ein
bestimmtes Intervall an, welche Wahrscheinlichkeit besteht, dass ein Ergebnis in diesem
Intervall ist. Die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes Ergebnis ist wiederum immer 0,

da es eine unendliche Anzahl an méglichen gibt.

Damit eine Funktion (f) eine Dichtefunktion sein kann, miissen zwei Bedingungen erfiillt
sein. So muss gelten, dass die Funktion im Intervall der Zufallsgrofien (/) nie unter die
x-Achse fallt, also

f(z) > 0; el

. Zudem muss das Integral tiber das Intervall genau 1, also 100% ergeben. Also muss gelten,
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dass

Normalverteilung

Eine weitere Verteilung von ZufallsgroBen ist die Normalverteilung. Sie beschreibt die
Verteilung von stetigen Zufallsgroflen und ist somit eine Dichtefunktion. Diese Form der
Verteilung kommt insbesondere haufig in der Natur vor. Der Graph der Dichtefunktion die-
ser Verteilung beschreibt eine Glockenkurve, mit einem Hochpunkt beim Erwartungswert,
mit y = —A— ~ 24 Die Breite der Glocke ist zudem direkt durch die Standardabweichung

2o o
bzw. umgekehrt beeinflusst. Die Glockenkurve wird durch die folgende Funktion definiert:

1 _@mw?
Puo(T) = NP

. Da es sich bei dieser Funktion um eine Dichtefunktion handelt gilt zudem, dass

/OO p(r)dr =1

—0o0

. Dies muss jedoch nicht bewiesen werden im Abitur. Ein Beispielgraph fiir eine Normal-

1

s und g = 1 ist in der Abbildung Normalverteilung zu erkennen.

verteilung mit o =

. e %
f@) = V27 [0.33]

Abbildung 5: Normalverteilung
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Fir die Ableitungen von () gilt:

1 (x —p) _@=w?
’. ) = — * *x e 202
S0M70'< ) o2 0_2

1 _ew? (x — p)?
" o(r)=— xe 20?2 k(1 - —F"
Puol®) = = 5 fom (

. Dadurch ergibt sich auch, dass die Wendepunkte der Funktion bei p £ o liegen.

Wenn eine Wahrscheinlichkeit fiir normalverteilte Zufallsgrofien berechnet werden soll, wird
normalpdf und normalcdf verwendet. Dabei wird normalcdf zur Berechnung der Wahr-
scheinlichkeit, dass das Ergebnis in dem angegebenen Intervall liegt, genutzt. normalpdf

liefert die Werte der Dichtefunktion an der angegeben Stelle.

Die Normalverteilung kann zudem verwendet werden um eine Binomialverteilung als stetige
Zufallsgrofie zu modellieren. Hierfiir wird zunéchst p und o bestimmt (vgl. Abschnitt
zur Binomialverteilung). Nun kann die Wahrscheinlichkeit, dass X in einem bestimmten
Intervall liegt mit den Mitteln der Normalverteilung berechnet werden. Hierbei muss
allerdings zumeist eine sogenannte Stetigkeitskorrektur vorgenommen werden. Da die
Binomialverteilung jeweils eine Sdule mit Breite 1 nutzt, muss das Intervall [a;b] der
Normalverteilung um 0,5 in jede Richtung erweitert werden zu [a — 0, 5;b + 0, 5] erweitert

werden um der Binomialverteilung ahnliche Werte zu erhalten.
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Anhang

Grundwissen

lineare Gleichungssysteme

Fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems (LGS) nutzt man das sogenannte Gaufl-
Verfahren. Hierbei wird das LGS zunéchst in die Stufenform gebracht, wobei es immer
eine Zeile mit einem Element mit Faktor ungleich null weniger gibt. Dies geschieht durch
Aquivalenzumformungen zwischen den Zeilen. Wenn diese Stufenform erreicht ist, so kann
durch einsetzen der Losungen aus den vorigen Zeilen jede Zeile bestimmt werden. Gestartet

wird hierfiir bei der Zeile mit nur einer Variable.

Losungsmengen von LGS

Bei der Losung eines LGS kénnen drei verschiedene Félle auftreten, so kann ein LGS keine,
eine oder unendlich viele Losungen haben. Keine Losung ergibt sich, falls in dem LGS
nach Umformung in die Stufenform eine Ungleichung entsteht.

Eine Losung entsteht, falls die Zeile mit nur einem Element eine einfache Gleichung mit
einer Losung nach dem Schema k x x = y; k € R\{0} ist.

Im dritten Fall entsteht eine Gleichung mit einer unendlichen Anzahl an Losungen, da diese
Gleichung stimmt unabhangig davon, welchen Wert die Variable annimmt. Dies geschieht
bei einer Gleichung nach dem Schema 0 * z = 0. In diesem Fall muss ein Parameter fiir
x eingefithrt werden. Dann gilt x = ¢;¢ € R. Dieser Fall tritt des Weiteren bei einem
unterbestimmten LGS auf, wobei es n — a;a > 0 Gleichungen fiir die Bestimmung von
n Gleichungen gibt, denn in diesem Fall kénnen sich die fehlenden Zeilen als Oz = 0

hinzugedacht werden.

Losen von Gleichungen

(vgl. Aufschrieb von Herrn Frey)
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Lineare Gleichungen

Fiir diese Art von Gleichungen nutzt man Aquivalenzumformungen. Dabei muss lediglich
beachtet werden, dass nie “durch x geteilt” werden darf, da ansonsten mogliche Losungen
verschwinden, da die Gleichungen nur noch fiir x # 0 gelten. Eine Beispielrechnung geht
wie folgt:

Tr+25=-3x—5]|+3z

10z +25=—-5| =25
10z = —30|: 10
T =3
Satz vom Nullprodukt Mithilfe des Satzes vom Nullprodukt kann eine Multiplikation
von zwei Teilfunktionen mit einer Variable 0 gleichgesetzt werden. Wird diese Regel
verwendet, so muss die Verwendung des Satz vom Nullprodukt angegeben werden. Ein

Beispiel hierfiir wére.
(x+5)*x(x—3)=0

Verwendung des Satz vom Nullprodukt

z+5=0—>21 = -9 r—3=0—>2,=3

Ausklammern

Wenn eine Summe von Produkten besteht, bei welchen alle Summanden einen gleichen
Faktor im Produkt haben, so darf dieser mithilfe des Distributivgesetz “ausgeklammert”

werden. Eine Beispielrechnung hier fiir ware wie folgt aufgebaut:
2 — 222 =0

2?x (r —2) =0

Nun kann mithilfe des Satzes vom Nullprodukt weiter verfahren werden.

quadratische Gleichungen

Gleichungen nach dem Muster az? + bz + ¢ = 0;a, b, c € R konnen relativ elegant mithilfe
der Mitternachtsformel gelost werden. So kénnen immer alle Losungen einer solchen

Gleichung mit der folgenden Formel bestimt werden:

—b+Vb? — 4dac

2a

Ty/2 =
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Substitution

Allgemein verkette Funktionen, welche Teil einer Gleichung sind, aber vor allem biquadra-
tische Gleichungen lassen sich mithilfe der Technik der Substitution l6sen. Dies wird an

einem Beispiel einer biquadratischen Gleichung gezeigt:
at =T +12=0

Substituieren mit z = x>
2 —T24+12=0

212 mithilfe der Mitternachtsformel bestimmen

71 =3;29=4

Riicksubstitution:
z1:3:x2—>x1/2:j:\/§; 22:4:x2—>x3/4:i2
Potenzgleichungen

Gleichungen mit einer einmalig vorkommenden Potenz zur Basis der Variable kénnen
mithilfe einfacher Aquivalenzumformungen und der Verwendung der nten-Wurzel geldst

werden. Eine Beispielrechnung hierfiir geht wie folgt:
2?4+ 7=-20| -7

$3:—27|\3/
T =3

. Dabei muss darauf geachtet werden, dass geradzahlige Wurzeln immer zwei Losungen

besitzen.

Exponentialgleichungen

Gleichungen mit einer Variable im Exponenten lassen sich mithilfe des Logarithmus losen.

Dies wird hier an einem Beispiel gezeigt:
5% =125 | log,

x = log; (125) =3
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Satz von Vieta

Wenn eine quadratische Gleichung nach dem Schema az?+4 bz +c¢ = 0;a,b,c € Rmit a = 1
gelost werden soll, so kann der Weg etwas verkiirzt werden, wenn man folgende Gleichung

im Kopf an die zu l6sende Gleichung mittels Veranderung von p und ¢ angleicht:
Ty =piT2 =(q

2 —(qg+p)*xx+ (p*q)

. Hierbei muss immer angegeben werden, dass der Satz von Vieta verwendet

wurde.

Abiturrichtlinien

Fiir genaue Informationen siche Dokument® des Regierungsprasidiums.

'Regierungsprisidium Baden-Wiirttemberg. Leistungsfach Mathematik —Schriftliche Abitur-
prifung 2021 Und 2022. Regierungspréisidium Baden-Wiirttemberg, 2019, https://rp.baden-
wuerttemberg.de/rps/Abt7/Ref75/Fachberater /Documents/Mathe/2021-LF-Konvolut.pdf.
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